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Resumen

La investigacion reciente destaca la necesidad de conectar el trabajo matematico
del profesorado con modelos tedricos existentes. De aqui que el presente estudio
pone atencion en relaciones tedricas del trabajo matematico en el aula de profesores
de educacion secundaria, con énfasis en la ensefanza de la geometria, sustentado
en la teoria de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM). La metodologia se basa
en un enfoque Mixto secuencial. En una primera fase, de caracter cuantitativo, se
realiza un analisis de variables categdricas, considerando una muestra de 63 profe-
sores, lo cual permite analizar las relaciones entre componentes tedricas del ETM y
el diseno de tareas. Luego, en una fase cualitativa, se entrevista a un profesor, como
caso representativo, para profundizar en dichas relaciones. Los resultados permiten
mostrar interpretaciones sobre las relaciones entre componentes tedricas en el ETM
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de los profesores participantes con base en la evidencia empirica. Finalmente, las
relaciones teodricas pueden ser consideradas en investigaciones futuras para la va-
loracion de los ETM del profesorado, el disefo de tareas, o bien para la investigacion
centrada en la ensefanza.

Palabras clave: Espacios de Trabajo Matematico, profesor, ETM idéneo efectivo,
relaciones teodricas.

Abstract: Recent research highlights the need to connect teachers’ mathematical
work with existing theoretical models. Thus, the present study pays attention to
theoretical relationships of mathematical work in the classroom of secondary ed-
ucation teachers, with emphasis on the teaching of geometry, supported by the
theory of Mathematical Working Spaces (MWS). The methodology is based on a
sequential mixed approach. In a first phase, of a quantitative nature, an analysis
of categorical variables is carried out, considering a sample of 63 teachers, which
allows analyzing the relationships between theoretical components of the MWS
and the design of tasks. Then, in a qualitative phase, a teacher is interviewed, as a
representative case, to delve into these relationships. The results allow us to show
interpretations about the relationships between theoretical components in the
MWS of the participating teachers based on empirical evidence. Finally, theoretical
relationships can be considered in future research for the assessment of teachers'
MWS, the design of tasks, or for research focused on teaching.

Keywords: Mathematical Working Spaces, teacher, effective suitable MWS, theo-
retical relationships.

1. Introduccién

El campo de investigacion de la Educacion Matematica ha experimentado el de-
sarrollo de diversas posiciones tedricas y metodoldgicas, lineas y comunidades de
investigacion que contribuyen a abordar y explicar problematicas desde diferentes
puntos de vista (e. g., Bikner-Ahsbahs et al,, 2015; Lerman, 2020). Asimismo, la inves-
tigacion reciente destaca la necesidad de estudiar al profesorado con atencion en la
planificacion e implementacion de la ensenanza (Cevikbas et al,, 2024). Especialmen-
te en el dominio de geometria, algunos estudios analizan el trabajo geométrico de
profesores sustentado en diversos modelos tedricos existentes (Clemente y Llinares,
2015; Zakaryan y Sosa, 2021 Henriquez-Rivas et al., 2021b). De aqui que el presente
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reporte pone atencion en relaciones tedricas del trabajo matematico de profesores
de educacion secundaria, con especial atencion en la ensefhanza de la geometria.

En estudios, como el de Climent et al. (2021), los autores analizan la clase de un
profesor en Chile, en la que se introduce el teorema de Thales, para lo cual se utiliza
el modelo Mathematics Teacher's Specialised Knowledge (MTSK), cuestionando
la ensenanza de dicho contenido y las interacciones del profesor en el aula. En Ia
misma linea, la investigacion de Zakaryan y Sosa (2021) plantea la falta de estudios
en geometria a partir de datos empiricos.

Otras investigaciones enfocadas en la ensefanza de la geometria dejan en eviden-
Cia la necesidad de instruccion y capacitacion docente usando enfoques tedricos
pertinentes (Sunzuma y Maharaj, 2020), asi como la recomendacion de realizar
investigaciones de este tipo a mayor escala (Tachie, 2020). Por su parte, Guzman
Retamal et al. (2020) exploran en la gestion de profesores que ensefhan teoremas
geomeétricos en Chile, basados en la Teoria de Situaciones Didacticas, y evidencian
la necesidad de hacer estudios de |a practica matematica en el aula de los docen-
tes. Por ello, se plantea que un estudio que considere aspectos tedricos sobre la
ensenanza del profesorado basado en evidencia empirica puede ser un aporte al
campo disciplinar.

Algunas investigaciones ponen atencion en procesos cognitivos especificos en el do-
minio geomeétrico (e. g., Henriquez-Rivas y Kuzniak, 2021). La investigacion de Ayvaz
et al. (2017) analiza las imagenes conceptuales de futuros profesores de Turquia, en
relacion con conceptos y propiedades geométricas elementales y revelan dificul-
tades relacionadas con el proceso de prueba. Por su parte, Creager (2022) explora
un aspecto del razonamiento, las refutaciones geomeétricas de futuros profesores
de Estados Unidos, y plantea algunas sugerencias para preparar mejor a los profe-
sores en formacion en este ambito. En Salazar (2018) se exploran tres actividades
cognitivas asociadas con los registros de representacion semidtica en geometria
dinamica, dando cuenta de la relevancia de realizar aportaciones tedricas en este
sentido.

Asi, el profesorado desarrolla sus propias estrategias para la ensefanza de la geome-
tria, dejando en evidencia la necesidad de estudiar su gestion en el aula. Asimismo,
la formacion de profesores debe considerar experiencias de ensefanza y evidencia
empirica que permita llevar el discurso tedrico a la practica. Y si bien se dispone de
un amplio campo de investigacion sobre aspectos tedricos y empiricos relacionados
con los procesos de ensefhanza y aprendizaje de la geometria, especialmente en
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secundaria (Herbst et al,, 2018), un estudio que aporte en la definicion de relaciones
sobre el trabajo del profesorado, a partir de evidencia empirica sobre la ensefanza
de la geometria en tematicas de educacion secundaria, se plantea como un aporte
a la disciplina. Por ello, el objetivo de investigacion es analizar relaciones tedricas en
el trabajo matemdtico de profesores, en la ensenanza de tematicas de geometria
de educacion secundaria. El sustento tedrico del estudio contempla una teoria
particularmente pertinente para el estudio del trabajo matematico del profesorado,
conocida como Espacios de Trabajo Matematico.

2. Marco tedrico

Una teoria que ha reportado avances en los Ultimos anos y es usada para analizar
el trabajo matematico del profesor desde diversos puntos de vista (en la planifica-
cion de la ensenanza, en el aula, en la evaluacion de aprendizajes, en el diseno de
tareas, en la formacion) es conocida como los Espacios de Trabajo Matemdadtico
(ETM) (Kuzniak et al., 2022). Los ETM se reconocen como una teoria didactica que
relaciona los contenidos matematicos, combinando estrechamente aspectos epis-
temologicos de las matematicas y procesos cognitivos de los sujetos (Radford, 2017).
La riqueza de este corpus tedrico favorece la profundizacion en el estudio del trabajo
matematico que realizan tanto profesores como estudiantes (Henriquez-Rivas et
al., 2022; Menares y Vivier, 2022).

Esta teoria se ocupa de la descripcion, comprension y formacion del trabajo mate-
matico de los actores educativos, para poder actuar sobre estos fendmenos (Kuzniak,
2022). De este modo, el objetivo de la teoria de los ETM es el estudio didactico del
trabajo matematico en el que participan estudiantes y profesores, a fin de contri-
buir a la comprension del trabajo de personas que resuelven tareas, ademas, per-
mite caracterizar los caminos que emergen en su resolucion (Kuzniak et al.,, 2016).
Asimismo, algunos trabajos muestran los ETM como una herramienta analitica
y metodoldgica para la investigacion asociada al estudio de tareas matematicas
(e. g., Kuzniak y Nechache, 2021; Henriquez-Rivas y Kuzniak, 2021, Nechache y Go-
mez-Chacon, 2022).

La teoria de los ETM considera, por una parte, los principios epistemolodgicos de los
objetos que se estudian dentro de un dominio matematico (Kuzniak, 2011; Mon-
toya-Delgadillo y Vivier, 2016) vy, por otra, el componente humano (o social), lo que
implica examinar una dimension cognitiva, relacionada con la dimension episte-
mologica (Kuzniak, 2022). Estas dos dimensiones, lamadas planos epistemologico
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y cognitivo, pretenden captar los contenidos matematicos del dominio estudiado
y la actividad cognitiva del individuo cuando adquiere, desarrolla o utiliza esos con-
tenidos matematicos (Kuzniak, 2011).

El plano epistemoldgico tiene tres componentes: el representamen, asociado con
un conjunto de simbolos concretos y tangibles en funcion de las interpretacionesy
relaciones construidas por el individuo; los artefactos, como herramientas de cons-
truccion, un software o un sistema simbadlico, empleado como un instrumento para
la accion; un referencial tedrico basado en definiciones, propiedades y teoremas.

El plano cognitivo se organiza en torno a tres procesos: la visualizacion, relacionada
con el desciframiento e interpretacion de signos; la construccion, basada en las ac-
ciones desencadenadas por los artefactos utilizados y las técnicas de uso asociadas;
la prueba, entendida como todo razonamiento discursivo que permite formular
argumentaciones, demostraciones, definiciones, hipotesis y conjeturas, y enunciar
contraejemplos, con apoyo del referencial tedrico (Kuzniak, 2022; Kuzniak et al., 2016).

La articulacion entre dichos planos se realiza mediante las génesis semiotica, ins-
trumental y discursiva, gue permiten coordinar y explicitar la naturaleza del trabajo
matematico en diversos contextos educativos e institucionales (Kuzniak, 2011). La
génesis semidtica representa la relacion entre el objeto matematico y el proceso
cognitivo de visualizacion para dotarlo de significado. En la génesis instrumental se
hacen operativos los artefactos, a traves de la construccion realizada por un indivi-
duo. La génesis discursiva relaciona el referencial y los procesos de prueba.

En la investigacion de Coutat y Richard (2011) se reconoce la idea de planos verticales,
entendidos como las interacciones entre dos génesis y los componentes implicados
(Kuzniak y Richard, 2014). En estas interacciones se identifican tres planos verticales
diferentes (Kuzniak et al., 2016):

e Planovertical [Sem-Ins], asociado con el uso de los artefactos en la construccion
de resultados bajo ciertas condiciones o en la exploracion de representaciones
semioticas.

* Plano vertical [Ins-Dis], cuando el proceso de prueba esta basado en una
experimentacion con empleo de un artefacto, o bien en la validacion de una
construccion.

* Plano vertical [Sem-Dis], relaciona la coordinacion del proceso de visualizacion
de objetos representados con un razonamiento de validacion.
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La relacion entre los planos, componentes, génesis y planos verticales se ilustra en
el siguiente diagrama (figura 1).

Figura 1. Diagrama del ETM
plano cognitivo

visualizacidn prueba

SEM-DIS
construccion
genesis

semiotica SFM-WS ;NS-D‘S

genesis
discursiva

representamen referencial

artefactos

plano epistemologico

Fuente: adaptado de Kuzniak et al,, 2016, p. 863.

De lo anterior, la investigacion en ETM se basa en estudiar y comprender la dina-
mica del trabajo matematico mediante el papel de cada una de estas génesisy
sus interacciones cuando el individuo resuelve tareas especificas (Kuzniak, 2018).
Por ello, las tareas ocupan un lugar importante en la teoria de los ETM, pues son
entendidas como el medio para la resolucion de problemas (Kuzniak, 2022). Si bien
las tareas, su diseno e implementacion no son una componente explicita del mo-
delo, se entiende como las que activan el trabajo matematico (Kuzniak, 201) y, por
ende, se trata de un asunto de relevancia en la investigacion bajo esta perspectiva
(e. 9., Kuzniak y Masselin, 2024).

Finalmente, se distinguen tres tipos de ETM que dependen del proposito de la
investigacion, de sus usuarios, de su posicion en una institucion escolar y de su rol
en la implementacion del curriculo escolar (Gomez-Chacon et al, 2016): ETM de
referencia, relacionado con personas o instituciones responsables de la institucion
escolar de acuerdo con criterios matematicos (Montoya-Delgadillo y Reyes-Aven-
dano, 2022); ETM personal, vinculado con la realidad del trabajo de los estudiantes
cuando se apropian y manejan la resolucion de problemas (Menares-Espinoza y
Vivier, 2022); ETM idoneo, entendido como el modo en que un contenido matema-
tico desarrollado por un profesor o investigador se disefa, adapta y se propone para
la ensenanza en un lugar y contexto determinados (Henriquez Rivas et al.,, 2021b).
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En particular, el presente estudio pone atencion en el ETM iddneo de profesores
cuando ensefan un tema Mmatematico en el aula, entendido como ETM idoneo
efectivo (o actual) del profesorado (Henriquez-Rivas et al., 2022). Asimismo, las re-
laciones tedricas que son estudiadas consideran los vinculos entre componentes,
génesis y planos verticales del ETM y, también, particularidades de este tipo de
ETM en juego.

3. Metodologia

En esta investigacion se asume un enfoque mixto, de tipo secuencial explicativo
(Bergman, 2008), es decir, primero se aborda la problematica desde una perspec-
tiva cuantitativa y, luego, a partir de los resultados obtenidos, se toman decisiones
respecto de como profundizar en términos cualitativos. Asi, bajo este enfoque mixto
(Creswell y Creswell, 2023), se analizan las relaciones entre elementos tedricos del
ETM. En la etapa cuantitativa, se aplica un cuestionario MWS-SG, disenhado para re-
conocer variables relevantes desde la perspectiva tedrica del ETM. A partir de estos
datos se realiza un analisis estadistico entre variables categodricas, mediante el uso
de tablas de contingencia, lo que permite identificar implicancias probabilisticas
de interés.

En la etapa cualitativa, para profundizar en aspectos de las relaciones tedricas, se
adoptd un estudio de caso basado en Yin (2018), seleccionando un caso unico que se
define como representativo y revelador dentro del grupo de profesores informantes,
de acuerdo con los resultados obtenidos en la primera etapa. Este caso es holistico
en la medida que permite ahondar en aspectos especificos de la ensefanza de la
geometria en el marco del trabajo matematico idéneo del profesor como unidad
de analisis. La justificacion de este diseno permite profundizar en relaciones tedricas
del ETM iddneo efectivo del profesor. Asi, en esta etapa se realiza una entrevista se-
miestructurada con el propdsito de indagar en dichas implicancias probabilisticas,
buscando una mayor comprension desde un caso particular. El flujo del trabajo
investigativo se sintetiza en el siguiente esquema (figura 2).
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Figura 2. Flujo del trabajo investigativo
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Fuente: elaboracion propia.

3.1 Muestra y sujetos informantes

La poblacion de este estudio son profesores de matematicas en servicio de Chile,
qgue al momento de la investigacion se encontraran realizando clases en el nivel
Primero Medio (14 anos aproximadamente). Esto debido a que el estudio se desa-
rrolla en el marco de un proyecto de investigacion mas amplio, el cual considera la
ensehanza en el dominio de geometria de los temas teorema de Thales, homotecia
y semejanza de figuras;, temas ubicados en dicho nivel escolar.

La muestra para el analisis cuantitativo de los datos se conformo por 63 profesores
en ejercicio, gue cumplian con las caracteristicas anteriores y que contestaron de
manera libre y voluntaria un cuestionario. Para la implementacion del instrumento
y el procesamiento de datos se tomaron todas las medidas éticas correspondien-
tes, incluyendo la firma del consentimiento informado por parte de los profesores
participantes.

En la etapa cualitativa, se considerd un profesor cuya experiencia en la educacion
secundaria (15 anos), interés por participar en el estudio y claridad para explicar
aspectos de su desempeno en la ensehanza resultan relevantes para profundizar
en las relaciones identificadas en el analisis cuantitativo. Al profesor se le aplicod una
entrevista semiestructurada con el propodsito de comprender las relaciones entre
las caracteristicas de su trabajo matematico y el disefo de tareas que son usadas
en el aula.
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3.2 Instrumentos

Para la toma de datos desde el enfoque cuantitativo se utilizd un cuestionario de
respuesta forzada (Bartram, 2007), previamente validado, cuyos items fueron di-
sefados y estructurados de acuerdo a los lineamientos tedricos del ETM idoneo
del profesor. Los detalles sobre el proceso vy el tipo de validacion del instrumento
(MWS-SG Questionnaire) son parte de un articulo que se encuentra en etapa de
evaluacion por pares.

Para la toma de datos desde el enfoque cualitativo, la entrevista fue disenada por
las investigadoras de acuerdo a la literatura sobre el marco teodrico del estudio, y
con base en las relaciones conceptuales que arrojaron mayor grado de implica-
cion, segun los resultados de la etapa cuantitativa. El instrumento se organiza en
4 preguntas abiertas orientadas a profundizar y extender en aspectos epistemo-
logicos y cognitivos del trabajo matematico de los profesores informantes, y sobre
el diseno de tareas para la ensenanza. La entrevista fue administrada por una de
las investigadoras, previo consentimiento informado en reunion individual con el
profesor. En la siguiente tabla 1 se muestran las preguntas planteadas y se explici-
tan los elementos tedricos del ETM relacionados en cada una (las que son llamadas
categorias tedricas iniciales).

Tabla 1. Preguntas planteadas en entrevista semiestructurada

Pregunta Categorias tedricas iniciales

Con atencidon en la ensefianza de los temas: semejanza, teorema de Thales | Introduccion al planteamiento de las
y homotecia, responda las siguientes preguntas. preguntas

(Qué fundamentos teodricos considera relevantes cuando disena tareas . L
Fundamentos tedricos en el disefo de

para la ensefanza? Por ejemplo, en tareas de prueba, de visualizacion, uso ¢
areas

de propiedades.

;Como utiliza la tecnologia u otras herramientas (tradicionales, como el | Génesis instrumental en el disefo de
compas) en el disefio de las tareas? ;Como las implementa en sus clases? | tareas

;Qué tipo de actividades de validacion (o de prueba) considera en su en- i . ) .
B . ) Génesis discursiva en la ensefianza
seflanza en el aula? ;Como las implementa en sus clases?

;Cuales son las representaciones que privilegia en su ensefanza en el aula? B i o N
Génesis semidtica en la ensefanza

¢ De qué forma las considera? ;Como las implementa en sus clases?

Fuente: elaboracion propia.

Cabe senalar que, tanto en la consulta realizada a través del cuestionario como a
través de la entrevista, el disefo de tareas se da a entender como el proceso me-
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diante el cual el profesor disefia por si mismo y de manera auténtica una tarea o
actividad de aprendizaje para su clase de geometria.

3.3 Técnicas de analisis

En el analisis cuantitativo, se usan tablas de contingencia para evidenciar relacio-
nes entre variables categoricas binomiales, a través del uso de los estadisticos odds
y odds ratio (Agresti, 2002). Para distribuciones conjuntas con probabilidades de
celda m, la definicion para el odds en la fila i es Q =/, con /=12, mientras que la
definicion para los odds ratio es Q:Q/Qz. Las respuestas del cuestionario (alterna-
tivas forzadas) son dicotomizadas en funcion de aspectos tedricos de interés. Las
tablas de contingencia son tablas de doble entrada, donde las dos categorias (ex-
cluyentes) de la variable X se organizan en las filas y las dos categorias de la variable
Y, que determinan la condicion de éxito (y no éxito), se organizan en las columnas.
Estas tablas permiten reconocer una distribucion de probabilidad para la muestra
de informantes, a partir del recuento de frecuencias. Se analizaron comparativa-
mente relaciones mediante el calculo de los odds ratio. Los odds ratio son valores
no negativos. El valor 1 corresponde a la independencia entre las variables X e V.
Cuando el valor resultante n es mayor a O y distinto de 1 (eventualmente mayor
que 1), este representa que el odds de éxito en la fila 1 es n veces el odds de éxito
de la fila 2. Esto no significa que la probabilidad 77,=n-77,. Cuando una celda tiene
probabilidad cero, el valor del odds ratio de la tabla inevitablemente sera igual a
0O 0 o, Los valores mas alejados de 1,0 en una direccion determinada representan
una asociacion fuerte y dos valores representan la misma asociacion, pero en una
direccion opuesta, cuando una es la inversa de |la otra.

En el andlisis cualitativo, la entrevista se llevd a cabo de forma virtual, a través de
una plataforma que permitioé su grabacion y, posteriormente, fue transcrita para el
analisis y codificacion. Las categorias tedricas iniciales sirven como punto de par-
tida en esta etapa de los analisis (véase tabla 1). Posteriormente surgen categorias
emergentes (inductivas) que reflejan las relaciones tedricas en los ETM a partir del
discurso del profesor.

Asi, los datos son analizados mediante el analisis de contenido (Leavy, 2014), rea-
lizado de forma inductiva y gestionados mediante el software ATLAS.ti (23). La in-
formacion fue triangulada mediante las (dos) investigadoras del estudio (Utsumi,
2016), quienes revisaron de forma separada las respuestas y asignaron codigos a las
categorias emergentes que relacionan elementos teodricos de los ETM, para luego
reunirse y comparar la informacion recopilada. Esto permitio realizar procedimien-
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tos de triangulacion de investigadores, pues ambas poseen distinta experiencia y
formacion (CGurdian-Fernandez, 2007). Posteriormente, las investigadoras analiza-
ron en conjunto las categorias emergentes y codigos asignados hasta llegar a un
consenso que les permitio interpretar la informacion (Creswell y Creswell, 2023).

4. Resultados

4.1 Analisis cuantitativos

El analisis entre variables categoricas arrojo mas de 10 relaciones con valores que
podrian ser de interés desde el punto de vista estadistico. No obstante, se han se-
leccionado 4 de tales relaciones, debido a que su interpretacion es relevante desde
el punto de vista tedrico. Los resultados se expresaran en términos de comparacion
de odds (o proporciones). También, se complementara el analisis con el calculo del
riesgo relativo para la categoria del “no éxito” (categoria B), teniendo en cuenta que
la nocion de riesgo no necesariamente tiene una connotacion negativa. La primera
relacion de interés que reportamos es aquella que vincula las categorias que refie-
ren al uso (o0 no uso) de fundamentos tedricos para el disefio de tareasy la accion
de disenar tareas (véase la tabla 2).

Tabla 2. Tabla de contingencia para las variables asociadas a “disenhar de tareas” y
las categorias asociadas a “usar fundamentos tedricos en la ensenanza”

Categoria A Categoria B
Considera fundamentos tedri- | No considera fundamentos teori- Total
cos en la ensefanza cos en la ensefianza
Variable 1 Disena tareas 7 5 12
. No disefa ta-
Variable 2 35 16 51
reas
Total 42 21 63

Fuente: elaboracion propia.

El analisis del odd ratio 6=(mr /r )/(r /1 )=0,64 indica que la proporcién de profe-
sores que considera fundamentos tedricos para abordar temas geomeétricos en el
grupo de profesores que si disehan tareas inéditas es 0,64 veces la proporcion de
personas que considera fundamentos teodricos en el grupo que no diseha tareas.
Dicho de otra manera, en la direccion opuesta, la proporcion de personas gque No
considera fundamentos tedricos en el grupo que si disefa tareas es 15625 veces
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la proporcion de personas que no considera fundamentos en el grupo que no di-
sefa tareas. Ademas, de acuerdo con la tabla, los profesores que si disehan tareas
presentan aproximadamente 1,33 veces mas riesgo de no considerar fundamentos
tedricos en comparacion con los profesores que no disefan tareas. Esto quiere de-
cir que la categoria “Fundamentos tedricos en el disefo de tareas” se presenta de
manera mas débil en aquellos profesores de matematicas que prefieren disenar
por si Mismos las tareas que implementan en sus clases. Este resultado informa,
por una parte, que son Menos los profesores que disenNan sus propias tareasy, por
otra, que estos profesores presentan una inclinacion levemente mas pragmatica
gue aquellos profesores que no disehan tareas.

La segunda relacion de interés que se aborda es aquella que vincula las categorias
que refieren al uso (0 No uso) de herramientas tecnoloégicas para el disefo de tareas
y la accion de disenar tareas (véase la tabla 3).

Tabla 3. Tabla de contingencia para las variables asociadas a “disenar de tareas” y
las categorias asociadas a “utilizar herramientas tecnoldgicas”

Categoria A Categoria B
Utiliza herramientas No utiliza herramientas Total
tecnoldgicas tecnoldgicas
Variable 1 Disefa tareas 7 5 12
Variable 2 No disefia tareas | 29 22 51
Total 36 27 63

Fuente: elaboracion propia.

El analisis del odds ratio indica que la proporcion de profesores que utiliza herra-
mientas tecnologicas en el grupo que si disena tareas es 1,06 veces la proporcion
de personas que utiliza herramientas tedricas en el grupo que no disefna tareas.
Ademas, los profesores que no disenan tareas presentan aproximadamente 1,035
veces mas riesgo de no utilizar herramientas tecnolégicas en comparacion con los
profesores que si disefan tareas. Esto quiere decir que la génesis instrumental se
encuentra mas fortalecida en aquellos profesores que prefieren disenar sus propias
tareas para implementar sus clases de geometria.

La tercera relacion de interés que se aborda es aquella que vincula las categorias
gue refieren al uso (0 no uso) de fundamentos tedricos, de caracter matematico,
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para el diseno de tareas y el hecho de considerar actividades de validacion (véase
la tabla 4).

Tabla 4. Tabla de contingencia para las variables asociadas a “utilizar fundamentos
tedricos” y las categorias asociadas a “considerar actividades de validacion”

Categoria A Categoria B
Considera actividades de | No considera actividades de Total
validacion validacion
. Utiliza fundamentos
Variable 1 o 41 1 42
tedricos
. No utiliza fundamentos
Variable 2 o 20 1 21
teoricos
Total 61 2 63

Fuente: elaboracion propia.

El analisis del odds ratio indica que la proporcion de profesores que considera ac-
tividades de validacion en el grupo que si utiliza fundamentos es 2,05 veces la pro-
porcion de personas que considera actividades de validacion en el grupo que no
utiliza fundamentos tedricos. Ademas, los profesores que no utilizan fundamentos
tedricos presentan aproximadamente 2 veces mas riesgo de no considerar activida-
des de validacion en comparacion con los profesores que si utilizan fundamentos
tedricos. Esto nos da luces acerca de una mayor presencia de la génesis discursiva
en aquellos profesores que si utilizan actividades de fundamentacion tedrica en
sus clases de geometria, por sobre aguellos que no las utilizan. La estrecha relacion
entre el uso de fundamentos tedricos y la activacion de la génesis discursiva es un
resultado esperable, dadas las caracteristicas de esta génesis y su vinculo con el
referencial tedrico en la matematica formal.

La cuarta y ultima relacion de interés es aquella que vincula las categorias que re-
fieren a privilegiar (o no privilegiar) el uso de herramientas concretas o visualesy la
accion de privilegiar el uso de representaciones (véase la tabla 5).
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Tabla 5. Tabla de contingencia para las variables asociadas a “privilegiar las he-
rramientas concretas o visuales” y las categorias asociadas a “privilegiar el uso de
figuras junto con otras representaciones”

Categoria A Categoria B

No privilegia figuras jun-
to con otras representa- | Total
ciones

Privilegia figuras junto con
otras representaciones

. Privilegia las herramientas con-
Variable 1 ) 25 10 35
cretasy visuales
No privilegia herramientas con-
Variable 2 P g 18 10 28
cretas o visuales
Total 43 20 63

Fuente: elaboracion propia.

El analisis del odds ratio indica que la proporcion de profesores que privilegia el
uso de figuras junto con otras representaciones en el grupo que si privilegia las
herramientas concretas y visuales es 1,388 veces la proporcion de profesores que
privilegia el uso de figuras junto con otras representaciones en el grupo que Nno pri-
vilegia herramientas concretas o visuales. Ademas, los profesores que no privilegian
las herramientas concretas y visuales presentan aproximadamente 1,25 veces mas
riesgo de no privilegiar figuras junto con otras representaciones en comparacion
con los profesores que si privilegian herramientas concretas o visuales. A partir de
lo anterior es posible evidenciar que la génesis semiodtica se presenta de manera
mas fuerte en aquellos profesores que manifiestan mayor preferencia por el uso de
herramientas en sus clases de geometria. Esta relacion podria dar sefiales de una
correspondencia entre algunos aspectos de la génesis semiotica y algunos aspectos
de la génesis instrumental en el quehacer de la ensefanza de la geometria.

4.2 Analisis cualitativo

La tabla 6 muestra una sistematizacion del analisis de contenido realizado de forma
inductiva, en el cual surgen categorias emergentes del relato del profesor entre-
vistado (lo llamaremos P). Ademas, se presentan ejemplos de citas narrativas de la
entrevista, donde es posible evidenciar las relaciones tedricas con mayor claridad.
Los resultados obtenidos fueron organizados a partir de la dimension global y las
categorias tedricas iniciales, previamente establecidas en la etapa cuantitativa. Lue-
go, las categorias emergentes se organizan en funcion de las categorias deductivas,
permitiendo profundizar en las relaciones tedricas definidas previamente.
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Del analisis inductivo se obtuvieron 6 categorias emergentes. La tabla 6 muestra
dichas categorias, con sus respectivas frecuencias de unidades de significado (US).

Tabla 6. Sistematizacion del analisis cualitativo

. . . .. . ) Frecuencia de
Dimension global Categorias tedricas iniciales Categorias emergentes Us
Organizacion del referencial tedrico 17
Fundamentos tedricos en el di- | €n la ensefanza
sefio de tareas Tareas en contexto cercano del es- 5
tudiante
Tecnologia para ejemplos ilustrati- 4
Relaciones tedricas en | Génesis instrumental en el di- | VOS
los ETM seno de tareas Tareas en el proceso de construc- .
cion
Génesis discursiva en la ense-
. Tareas en el proceso de prueba 7
flanza
Génesis semidtica en la ense- . o
N Tareas de aplicacion de conceptos 4
fAanza

Fuente: elaboracion propia.

Para exponer cada una de las categorias emergentes, a continuacion, se han in-
cluido ejemplos narrativos que dan cuenta de las relaciones tedricas identificadas.

4.2.1 Categoria emergente: organizacion del referencial tedrico en la ensefanza

En esta categoria, se observa que el profesor describe como organiza y ejecuta la
ensefNanza de los temas en el aula, con la finalidad de destacar conceptos, propieda-
des o teoremas geomeétricos y la forma en que decide organizarlos al momento de
ser ensenados. En la siguiente cita, se puede observar la relacion entre las decisiones
de estructuracion de la ensenanza (de lo simple a lo mas complejo) y conceptos
como angulosy figuras semejantes.

P:..entonces parto con una idea vaga y la voy haciendo un poquito mas complejay a
eso le voy sumando elementos como angulos, trazos y las relaciones que tienen por
ejemplo los angulos de las figuras semejantes...

4.2.2 Categoria emergente: tareas en contexto cercano del estudiante

Esta categoria, cuya frecuencia en el relato del profesor tiene dos apariciones en
total, se refiere a la importancia que el profesor atribuye al desarrollo de tareas en
el aula en contextos cercanos o reales (en el sentido de la modelacion matematica).
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Un ejemplo narrativo de esta categoria tiene relacion con una tarea para la ense-
Nanza de la homotecia.

P: ..resolver problemas, por ejemplo, de proyecciones, del tipico de un proyector, de
la ampliacion de una foto, ese tipo de situaciones con homotecia.

Durante su relato, también manifiesta el desarrollo de tareas que llama “cercanas a
la cotidianeidad” y que implican salir de la sala de clases y utilizar su entorno para
desarrollar tareas que involucran medir y aplicar los teoremas de Thales y de Pita-
goras. Si bien este tipo de tareas no estan asociadas con ciertas génesis o compo-
nentes de los ETM de forma explicita, se destaca dado el rol y reconocimiento que
el profesor atribuye dentro de la ensenanza.

4.2.3 Categoria emergente: tecnologia para ejemplos ilustrativos

Al momento de expresar la relacion entre las tareas empleadas en el aula con uso
de tecnologia (artefacto), el profesor describe las caracteristicas de estas con uso
de un software geomeétrico (GeoGebra) y el rol del programa en la realizacion de
la clase. Tal como senala en el relato, el profesor lo usa principalmente para ilustrar
ejemplos especificos y en tareas de comprobacion en las que algunos estudiantes
emplean el computador del profesor.

P: ..si bien tenemos laboratorio de computacion, no hemos disefado una clase de
geometria que abargue los 90 minutos con las distintas actividades donde ellos pue-
dan manipular el GeoGebra o un procesador geometrico, hacemos actividades de
exhibicion y esporadicamente ellos pasan adelante al computador del profesor que
esta siendo proyectado y hacen sus creaciones o comprueban algunos ejercicios que
resuelven, pero nos limitamos principalmente a eso.

Se debe destacar que este tipo de tareas no estan disenhadas para que los estu-
diantes manipulen el programa, o bien, para aprovechar el potencial dinamico de
este. Situaciones de manipulacion directa del software por parte de los estudiantes
podrian activar la génesis discursiva del ETM u otro tipo de trabajo matematico. Sin
embargo, en este caso, el uso de herramientas tecnoldgicas esta orientada princi-
palmente a mostrar o comprobar ejemplos particulares.
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4.2.4 Categoria emergente: tareas en el proceso de construccién

En esta categoria se relacionan las tareas en la ensenanza y el proceso de cons-
truccion (y la génesis instrumental), la frecuencia en el relato del profesor tiene dos
apariciones en total. Si bien no se trata de un tipo de tareas que, aparentemente,
sean las mas desarrolladas por el profesor, se destaca que considera el uso de cier-
tos artefactos tradicionales para el estudio de la homotecia, lo cual queda reflejado
en su relato.

P: Cuando comenzamos a ver homotecia, las primeras construcciones son en el plano
liso, tal vez cuadriculado como para guiar un poguito Mas la imagen y ahi usamos
transportador, regla, compas...

4.2.5 Categoria emergente: tareas en el proceso de prueba

Estas tareas, que se relacionan con el proceso de prueba (y la génesis discursiva),
parecen ser relevantes en la ensenanza del profesor, otorgando valoracion a este tipo
de actividad y alta presencia en la ensenanza de los temas geométricos en juego.
Asimismo, se destaca desde el relato del profesor que reconoce implicitamente
distintos tipos de prueba, lo cual se observa en el siguiente ejemplo narrativo.

P: Con Thales hacemos lo mismo, pero con menos frecuencia. Si con las lineas paralelas
implica que los angulos sean iguales, como que separamos las figuras en dos tridangu-
los, [y] finalmente demuestran que son semejantesy podemaos establecer proporcion
entre sus lados al demostrar que son semejantes. No sé si sera una demostracion tan
formal, solamente hacemos una correspondencia entre los lados y establecemos pro-
porciones, demostramos por logica que son semejantes y establecemos proporciones.

Otro ejemplo narrativo que evidencia esta categoria, se relaciona con tareas de de-
mostracion en las que estan presentes ciertos teoremas desde su referencial tedrico.

P: El teorema de Euclides lo demostramos a través de la semejanza, [en] el teorema
de Thales también aplicamos semejanza para demostrar.

4.2.6 Categoria emergente: tareas de aplicacion de conceptos

Esta categoria destaca por la relacion de ciertas tareas en la ensefanza, en las que
estan presentes diversas representaciones semioticas (explicitas o no) de los objetos
geomeétricos senalados y procesos de tratamiento y conversion en los que se aplican

Henriquez-Rivas, C.y Vergara, A. (2024). Relaciones tedricas en el ETM idéneo efectivo
de profesores de educacion secundaria. UCMAULE | 79

UCMaule, 67, julio-diciembre, 63-87. DOI: https:/doi.org/10.29035/ucmaule.67.63




conceptos ya estudiados (Duval, 1995). Un ejemplo de esta relacion se evidencia en
el relato sobre una tarea que implica realizar ciertos calculos entre elementos de
figuras semejantes, usando registro numeérico o algebraico.

P: ..Podemos, por ejemplo, calcular cuanto vale un trazo a partir de la medida de Ia
otra figura, lo mismo hacemos con las figuras que no estan definidas numeéricamente,
sino que con letras...

4.3 Integracion de resultados cuantitativos y cualitativos

Los resultados cuantitativos apuntan a la prevalencia de cuatro relaciones que, en
términos tedricos, se pueden interpretar como se indica a continuacion:

1. Un posible realce del enfoque tedrico en aquellos profesores que optan por no
disenar sus propias tareas en la ensenanza de la geometria respecto de aquellos
que prefieren si disefar sus propias tareas.

2. Una mayor presencia de la génesis instrumental en aquellos profesores que pre-
fieren disenar sus propias tareas en la ensefanza de la geometria.

3. Una mayor presencia de la génesis discursiva en aquellos profesores que optan por
el uso de fundamentos tedricos en sus practicas de ensefanza de la geometria.

4. Una mayor presencia de la génesis semidtica en aquellos profesores que mani-
fiestan mayor preferencia por el uso de herramientas en sus clases de geometria.

Al profundizar en estas relaciones, a partir del analisis cualitativo del caso del pro-
fesor, es posible advertir lo siguiente:

1. Eluso de fundamentos tedricos para el disefio de tareas no esta ausente, pero se
presenta principalmente con el proposito de organizar los contenidos matematicos
(referencial tedrico) y los aspectos contextuales de las tareas propuestas.

2. La presencia de la génesis instrumental en el diseho de tareas propias se mani-
fiesta de dos formas: para mostrar ejemplos con apoyo de software y para explorar
construcciones iniciales a partir del uso de herramientas como regla y compas.
En el caso del uso de software prima la accion mostrativa del profesor, por lo que
la manipulacion directa por parte de los estudiantes no es el centro de Ia tarea.

3. La presencia de la génesis discursiva en el diseno de tareas obedece primaria-
mente a implementar procesos de prueba que permitan demostrar la validez de
las propiedades geomeétricas involucradas en las tareas.

4. La presencia de la génesis semiotica en el disefio de tareas se presenta en situa-
ciones que requieren aplicar conceptos o procedimientos previamente aprendi-
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dos, principalmente a través de tratamientos o conversiones entre registros. En
este sentido, el uso de herramientas estd asociado a la instrumentalizacion de los
conceptos o teoremas que funcionan como artefactos simbdlicos en la resolucion
de las tareas.

5. Discusion y conclusion

En una revision de la literatura reciente sobre los ETM (Panqueban et al., 2024) se
reporta el interés, cada vez mas amplio y diverso, en el estudio del ETM idéneo
por la comunidad que investiga con sustento en este marco de referencia. Asi,
este trabajo se plantea como una contribucion tanto tedrica como metodologica.
Desde lo tedrico, se aporta al estudio y profundizacion del constructo ETM iddneo,
especificamente, en el ETM idoneo efectivo del profesorado, basado en la autoin-
formacion de sus practicas de ensenanza. En un sentido metodoldgico, se presenta
una forma de acceder al ETM idéneo efectivo del profesorado, en el entendido que
para su estudio se pueden utilizar diversas fuentes de recoleccion de informacion
(observaciones, entrevistas, analisis de documentos, entre otros), lo cual se puede
reconsiderar en futuras investigaciones.

A partir del analisis cuantitativo, se destaca que los profesores que si disehan tareas
soNn Mas propensos a No considerar fundamentos tedricos en comparacion con los
profesores que no las disenan, con un riesgo relativo de aproximadamente un 33%
mas. Ademas, los profesores que si disehan tareas presentan menor riesgo de no
incluir el uso de herramientas tecnoldgicas en la ensenanza de la geometria, en
comparacion con los profesores que no disehan tareas, aproximadamente un 3%
menos. Si bien esta cifra es menor, el analisis evidencia que existe una activacion
levemente mayor de la génesis instrumental en aquellos profesores que si disefnan
SuUSs propias tareas.

Por otro lado, los profesores que no utilizan fundamentos tedricos presentan mayor
riesgo de no considerar actividades de validacion en comparacion con los profesores
que si utilizan fundamentos tedricos, con un riesgo relativo de aproximadamente un
100% mas. Este resultado se condice con el vinculo tedrico que declara el ETM entre
la génesis discursiva y el uso de fundamentos matematicos, en alusion especifica
al referencial tedrico que el profesor evoca para organizar su clase (Henriquez-Rivas
y Verdugo-Hernandez, 2023). Asimismo, los profesores que no privilegian el uso de
herramientas presentan mayor riesgo de no privilegiar el uso de representaciones
en comparacion con los profesores que si privilegian herramientas; especificamente,
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un 25% mas de riesgo relativo. Este resultado da cuenta de una posible relacion
entre la génesis semiotica y algunos aspectos de la génesis instrumental en las
decisiones que despliega el profesor para la ensenanza de la geometria. A partir
de los resultados cuantitativos se definen elementos plausibles de profundizar en
la etapa cualitativa.

En cuanto a los analisis en la etapa cualitativa, se resalta la relevancia del profesor
en poner atencion al diseno de tareas con diversos propositos para la ensefanza, lo
cual queda en evidencia en el analisis de las categorias emergentes presentadas.
En este sentido, el profesor analizado deja entrever la relevancia que le atribuye al
disenoy la variedad de tareas implementadas en el aula dependiendo del propdsito
y de los objetivos de aprendizaje trazados.

De la categorizacion teorica presentada, basada en los resultados empiricos, las dos
categorias con mayor frecuencia de unidades de significado son organizacion del
referencial tedrico en la ensenanza (17 US) y tareas en el proceso de prueba (7 US).
A modo de ejemplo, la categoria que relaciona tareasy el proceso de prueba (tareas
en el proceso de prueba) ocupa un lugar importante en la ensefanza de los temas
geomeétricos del profesor, ademas, distingue y considera implicitamente tipologias
de prueba (en alusion a Balacheff, 1987) cuando ensena ciertos teoremas (como
Thalesy Euclides). Asimismo, en esta categoria, segun la perspectiva y experiencia
del profesor, las tareas que implican una demostracion, si bien son relevantes, son
actividades mas dificiles de llevar al aula, por lo que el profesor privilegia otro tipo
de tareas relacionadas con la prueba y génesis discursiva. Otro aspecto a resaltar en
relacion con la categoria es la consideracion de tareas que implican el transito entre
el enfoque sintético y analitico en geometria (en alusion a Gascon, 2002), lo cual no
siempre se considera en la ensefanza (Henriquez-Rivas y Montoya-Delgadillo, 2015).

En cuanto a la categoria tecnologia para ejemplos ilustrativos de conceptos, una
investigacion reciente basada en los ETM destaca la relevancia de su estudio en
la practica en el aula del profesorado, ademas, se trata de una tematica abierta,
especialmente, desde la perspectiva del ETM iddéneo efectivo (Henriquez-Rivas y
Verdugo-Hernandez, 2024). En particular, los ejemplos que muestra el profesor para
ilustrar conceptos se presentan con uso de tecnologia (los que el profesor llama de
‘exhibicion”), lo cual podria ser considerado para una investigacion futura en cuanto
al diseno de este tipo de ejemplos para la ensefanza y su implementacion en el aula.

Si bien las tareas en contexto cercano para el estudiante aparecen con menor
frecuencia (2), llama la atencion su aparicion, pues no hubo preguntas explicitas
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en la entrevista que se relacionaran con este aspecto. Sin embargo, el profesor las
destacd como un tipo de tarea importante para relacionar el estudio de teoremas
(Pitagoras, Thales) con situaciones que sefala como “cercanas a la cotidianeidad”.
En el caso de ahondar en este tipo de tareas dentro de la ensefanza, investigaciones
previas han evaluado como pertinente, desde un punto de vista tedrico, considerar
de forma complementaria a los ETM, el uso de otras perspectivas tedricas como
la modelacion matematica (Henriguez-Rivas et al., 2021a; Panqueban et al., 2024).

Otro aspecto relevante de los hallazgos tiene relacion con las tareas y su aparicion
desde los analisis como un elemento importante para el profesorado en términos
de su ensenanza, tomando en cuenta que las preguntas de la entrevista no aluden
a este aspecto ni a cuestiones teodricas de los ETM de manera explicita ni forzada. De
agui que este sea un asunto de relevancia para abordar en futuras investigaciones
que ponen atencion en el profesor y su ETM idéneo.

En cuanto a las limitaciones del estudio, una de estas se relaciona con los datos pro-
venientes de la etapa cualitativa, pues se trata de un Unico profesor, por lo cual un
desafio seria considerar en futuras investigaciones a mas profesores pertenecientes
a otros contextos. También, existen limitaciones asociadas con el diseffo de caso
Unico, pues se podria obtener resultados distintos con otros profesores. Sin embar-
go, consideramos que este profesor refleja, en gran medida, aspectos relevantes
sobre las relaciones tedricas en el trabajo del profesorado, especialmente y como
fue mencionado en el parrafo anterior, debido al énfasis en el disefo de tareas en
relacion con las génesis y componentes del ETM.

En futuras investigaciones, el diseno metodoldgico presentado se puede utilizar
para propuestas de ensenanza, o bien, ampliar los casos de profesores entrevistados
a un diseno de caso multiple. De este modo, tanto los instrumentos para la toma
de datos como los resultados obtenidos pueden ser usados como insumo teodrico
y metodoldgico, desde la perspectiva del ETM iddéneo potencial o efectivo del pro-
fesorado, para realizar disehos, analisis a priori 0 implementaciones en el aula de
propuestas de ensefanza.
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